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1. Einleitung: der Begriff Algorithmus

Der Begriff ,Algorithmus’ wird schon in der Schulmathematik eingesetzt. Hier
erlernt man z. B. den Gaul3- Algorithmus.

In der Mahemaik versent man unter dem Begriff Algorithmus en
.Rechenverfaren, durch das man nach Durchfihrung endiich vider
glechatiger Schritte zum Ergebnis gdangt‘:. So folgt man bedm Gaulk-
Algorithmus enem bestimmten Schema und gdangt in endlicher Zdt zu den
gesuchten Unbekannten der Funktion.

In der Informaik snd Algorithmen as mathematische Berechnungsvorschriften
entanden.  Allgemen formuliet werden Algorithmen zur Lésung  enes
Problems eingesetzt 2

Gunter Saeke definiert treffend: ,Ein Algorithmus i ene prézise [..] endliche
Beschrebung enes dlgemenen Vefarens unter Vewendung ausfUhrbarer
elementarer (Verarbeitungs-)Schritte3

2. Eigenschaften

Die von nun an folgenden Beschrebungen und Erklé&ungen beziehen dch
auschliefdich auf Algorithmen im Sinne der Informatik.

a. Formale Eigenschaften von Algorithmen

In der Regd efiillen Algorithmen zwe Eigenschaften:

Ein Algorithmus bricht nach endlich viden Schritten ab (terminierender
Algorithmus). Voraussetzung ist die Eingabe erlaubter Parameter.

Die Schrittfolge ist eindeutig vorgegeben  (deterministischer  Ablauf)
und/oder ba gleicher Parametereingabe it das Ergebnis immer
identisch (determiniertes Ergebnis). Ein Algorithmus zur Ermittlung von
Zufdlszahlen bildet eine Ausnahme, hier sSnd immer andere Ergebnise
gefordert.

b. Untersuchung und Studium der Eigenschaften

Gewohnlich muss en Algorithmus zunéchs auf sene Korrektheit
geprift werden. Da in dieser Facharbeit schon bekannte und héufig
untersuchte Algorithmen betrachtet werden, kann von diesr Prifung
abgesehen werden.

Eine andere Eigenschaft ig die Effizienz. Se ig auch im praktischen
Einsatz von grol}er Bedeutung und deshdb verdient die Auswahl unter
den (schon auf Korrektheit gepriften) Algorithmen nach dem Kriterium
der Effizienz (in der Praxis) besondere Beachtung. (Die Andyse der
Effizienz bildet daher auch den Haupttell dieser Arbet. Im Vordergrund
deht dabel die mahematische Herlatung ener dlgemeinen Formd zur
Ermittlung der Geschwindigkeit.)

! Neues groRRes Lexikon in Farbe, 1995, S. 20
2 vgl. Sedgewick 1992, S. 22 und Saake 2002, S. 17 f
% Sacke 2002, S. 18



c. Vorgehen zur Untersuchung der Effizienz

Von Bedeutung snd hier (eigentlich) der bendtigte Speicherplaiz und die
Rechenzeit, die en Computer fir die Durchfihrung braucht. Der
Speicherplatz wird jedoch in diesr Facharbeit vernachlassigt. Zunéchst
egnmd wirde dies den Rahmen der Arbeit sprengen und auch der
unmittelbare  Zusammenhang zur Mahemetik i nicht mehr  gegeben.
Aulerdem ermoglicht der technische Fortschritt gegenwartig eine derartige
Auswetung der Speicherkapazitéten, dass die Speicherung selbst groferer
Daten kein Problem mehr dargtdlt.*

Wichtig ist die Rechenzeit. Hierbel it zu beechten, dass das Verfahren
sbst, nicht aber die Rechenzeit eines bestimmten Computers fir das
ungesetzte Programm  untersucht  werden muss.  Die  letztendliche
Rechenzeit héngt sark von der Lesung des benutzten Rechners ab.
Deshdb wird in dieser Arbeit auch grofenteils auf Messergebnisse, die ja
doch wieder durch die Rechnerlestung beeinflust werden, verzichtet.
Diee expearimentdl ermitteten Messergebnisse lieflen sch nur schwer auf
andere Rechner Ubertragen, wohingegen ene dlgemeine
Geschwindigkeitsformel  aussagekréftig in Bezug auf dle Rechner id.
Dieses Verhdtnis ist unabhéngig vom engesetzten Rechner.

Ermittelt wird daher adlgemein das Wachsum der Laufzeit be wachsender
Problemgrof}e, nicht die genaue Laufzet. Alternaiv. — und dies wird
vornehmlich be Vefaren zum Sortieren (Sortieragorithmen) genutzt —
untersucht man die Anzahl der Rechenoperationen und multipliziert diese
mit einem konstanten Faktor k, der die Rechenzeit enes bestimmten
Rechners fir eine Rechenoperation enthdlt. Da das Thema dieser Facharbeit
den Verglech von Sortierdgorithmen beinhdtet, werde ich zu Beginn der
Untersuchung letzteres Verfahren anwenden. Hieraus ergibt sch dann
gpéter auch das Wachstum der Laufzeit bel wachsender Problemgrolze.

Alle anderen aufgefiUhrten Aspekte (Prifung auf Korrekthelit, Untersuchung
des Speicherplaizes, Rechenlestung des Computers) konnen demnach
unbeechtet bletben. Zur Untersuchung ist nur die Anzahl und Art der
Rechenoperationen herauszufinden.

d. Sortieralgorithmen

Sortierdgorithmen snd ein einfaches Begid fir die oben beschriebene
Definition von Algorithmen und deren formde Eigenschaften. Se snd z T.
leicht nachvollziehbar, well die Problemaellung jedem vertraut it.

Dies kaon man am Beigid enes Katenspids leicht zeigen: Um dies zu
sortieren, sucht man die héchste Karte und steckt se nach vorne, im Rest
sucht man dann wieder die hochse Kate. Dieses Vefahren wird immer
wiederholt und ist aul¥erdem endlich, denn bel ener endlichen Zahl von
Karten ig irgendwann das Ende des Stapels erreicht. Man muss nur genau
s0 oft suchen (d. h., den Kartenstapel durchlaufen; die Zahl der Vergleiche
ist natUrlich weit hoher), wie man Karten hat.

Es gibt enen Algorithmus, der genau dieses Vefaren nachvollzient. Dieser
ist sehr einfach.

L vgl. Ottmann, Widmeyer 1996, S. 2 ff



Sortierdgorithmen  snd in der Informaik von zentrder Bedeutung.
Immerhin etwa 25 % der kommerzidl verbrauchten Rechnerzeit wird for
Sortiervorgénge  genutzt’. Daher wurde vid Zet zum Auffinden schneller
Algorithmen aufgewendet. Dies geschah gerade in Zeten langsamer
Rechner, wo schon das Sortieren von mehreren 1000 Elementen enormen
Zeitaufwand kogtete (Vergleich: heute wenige Sekunden). Das Ergebnis
waren komplexere Algorithmen, die nicht mehr unsren  intuitiven
Handlungen entsprechen, aber zum Tel wesartlich schndler arbeten (was
ich in dieser Arbeit noch untersuchen maéchte).

Das Thema der Fechabet lautet ,Dagdlung und Vergleich von
Sortieralgorithmen*.  Exemplarisch  werden  zwe Sortierdgorithmen
dargestdlt und verglichen. Der erge Algorithmus (InsertionSort) ist einfach
und verfdrt wie Menschen intuitiv handeln. Dem gegenlber steht einer der
populérgen Algorithmen der Informatik, zugleich aber auch en sehr
schwieriger: QuickSort.

Be da Heletung ener dlgemenen Gexchwindigkatsforme gehe ich
davon aus dass beide Algorithmen ein unsortiertes, zufdlig erddltes Feld
bearbeiten sollen (average-case-Andyse). Wichtig i aer auch die
Betrachtung der Laufzeit jedes Algorithmus im besten bzw. schlechtesten
Fal. Diesr héngt von der Relhenfolge der zu sortierenden Elemente ab.
Auch hierfiir [&sst Sch eine Formd mathemetisch herleiten.

Zum wetaen Veadandnis and zwe  Grundbegriffe  notwendig:  Beim
Sortieren handdt es sch immer um das Ordnen von Datensétzen mit
betimmien Schltsseln. Zum Beigoid wirden in enem Tdefonbuch die
Datensiétze mit Name, Adresse, Tedefonnummer etc. nach dem Schliss
»Name* sortiert. Die Sortierung wére lexikographisch (s. Tabdle 1).

Schlissel Datensatz

Endig, Martin Hoppenstr. 15, 0201-8245
Geist, Ingolf Musterweg 8, 02054-2564
Zettner, Eike Ruhrstr. 121, 0201-86589

Tabdlel - lexikographische Sortierung der Datensétze nach den Schlilisseln

Der Schlissel gehdrt zum Datensatz, gelt jedoch héufig nur einen geringen
Teil davon dar.
Ich beginne mit der Darstellung der Arbeitsweise von InsertionSort.

3. InsertionSort

a. Darstellung, Beschreibung, Arbeitsweise

InsertionSort  bedeutet , Sortieren durch Einfigen®. Und so geht dieser
Algorithmus auch vor.

Er folgt dem Verhdten, das die mesen Menschen beim Sortieren von
Kartenspiden intuitiv awenden. Die enfachere Verdon lauft so ab, dass
man die ede Kate enes unsortierten Kartenstapels A auf einen neuen
Stapel (der noch keine Karte enthdt) B legt. Dann wird immer eine Karte
des Stapels A an der richtigen Stdle in Slapel B eingefligt, so dass dieser
immer sortiert it

Lvgl. Saake 2002, S. 116



Die vefenete Vedon eledigt dies in enem Sgpd. Als Anleitung
formuliet misste man s0 vorgehen: ,Berachte die Elemente enes nach
dem anderen und flge jedes an sainen richtigen Platz zwischen den berets
betrachteten ein (wobei diese sortiert bleiben).“*

An Abbildung 1 kann man einen einzelnen Schritt nachvollziehen:

(1) III ||-‘|]I§)I|“||||ul

Abbildung 1 - Dar stellung eines Sortier schrittes von I nser tionSor t*

Bereich 1 gdlt den bereits sortieten Tel dar. Tel 2 enthdt die noch
unsortierten Datensétze. Der rote Datensatz wird as néchstes betrachtet und
dann im sortierten Bereich 1 an der richtigen Stelle eingefigt. Tell 1 blebt
so sortiert. Dann wird der néchste Datensatz aus Tell 2in Tell 1 eingefugt.

Das genaue Einfligen lauft so ab: Die groleren Elemente links vom roten
Daensatiz werden um eine Stdle nach rechts verschoben — bis en Element
erecht wird, das kleiner ds das rote Element ist. Hinter diesem Element
wird das rote Element eingeflgt.

Den Ablauf dler Schritte kann man in Abbildung 3 (Seite 7) erkennen. Hier
sollen Buchstaben dphabetisch sortiert werden. Das S ist grofer as das A
und bleibt auf seiner Pogtion. Das O ist kleiner as das S. Also wandert das
S nach rechts und das O wird an der zweiten Stelle eingefiigt, usw.>

1.]A I O R S T N
21]A I O R S T T
3.]A I O R S S T
41]A | O R R S T
55]A I O O R S T
6.1!A I N O R S T

Abbildung 2 - Einfligen eines Elementsbei I nsertionSort

In Abbildung 2 wird jeder einzdne Schritt gezeigt, mit dem das N aus
Abbildung 3 (6. Zelle) an die richtige Sdle geangt. In Zelle 1 von
Abbildung 2 wird das N mit dem T verglichen. Da das T grol3er ist, wandert
es nach rechts. In Zelle 3 wird das N mit dem S verglichen — auch dies ist
groler und wandert nach rechts usw. Schliefdich in der 6. Zele ist das |
nicht grof3er, so dass es nicht verschoben wird. Hier wird das N eingeflgt.

b. Worst-Case-Analyse, Best-Case-Analyse

Zunéchg beginnt man mit ener dlgemenen Andyse, indem man den
schlechtest- und bestmdglichen Fal besimmt. Dies hilft be der spéteren
Auswahl der Einsatzgebiete.

! Sedgewick 1992, S. 127
2 Kaneva, Thiébaut 1997
3 vgl. Sedgewick 1992, S. 127
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Abbildung 3 - Arbeitsweise von I nsertionSort*

Die Elemente wandern — sofern eforderlich — nach links Je welter ge
wandern missen, um an ihren Plaiz zu kommen, desto mehr Vergleiche und
Augtauschoperationen  werden  benétigt. Dementsprechend  seigt  der
Sortieraufwand. Der  schlechtestmogliche  Fal  (,wordt-case®)  ware
dementsprechend, wenn die Elemente den wetesten Weg gehen miissen.
Dies ig¢ der Fdl, wenn das Fdd in umgekehrter Rehenfolge, aso
absteigend sortiert, vorliegt. Jedes Element wandert dann bis zum Anfang
des Fedes. Schliefllich muss das kleinge Element vom rechten Ende bis
zum Anfang wandern:

! Sedgewick 1992, S. 128



4 3 2 1
3 4 2 1
2 3 41
1 2 3 4

Abbildung 4 - Darstellung d. Sortiervorgangsim ,, wor st case"

Die vier muss nicht verglichen werden. Die drei wandert auf Platz 1, dso
den fir se weatesmdglichen Weg. Dann wandert die zwel nach ganz vorn —
wieder den flr se weitestmdglichen Weg — und schliefdlich die 1.
Wenn man den Elementen enen Index i zuordnet, i die grofdmogliche
Anzahl an Vergleichen fur jedes enzelne Element i-1. Element 1 hat keinen
Vegleich (1-1 = 0), Element zwe hat enen Vegleich (2-1 = 1), usw.
Daraus egibt gch fir die gesamte (und grofldmogliche) Anzehl an
Vergleichen fur n Elemente:
Vv . g . _.(n-1)_n(n-2
ergleichen) £ (i-)=n > T

i=2
Die Verenfachung ergibt sch aus der Gauldschen Erkenntnis, dass der
grofde und der kleinse Summand addiert n ergeben, der zwetgrél¥e und
zweitkleingte auch usw.:

Fir n=5: 2-1
=5 3'1:]:5 =10=2*5=2n :Lln :Lln
4-1. 2 2
5-1

Die2 Zusammenfassung von zwe Summanden zum Ergebnis n werde ich
in der folgenden Erklarung ds Zahlenpaar bezeichnen. Dieses Ergebnis n
gibt es dementsprechend so oft wie Zahlenpaare. Da en Zahlenpaar aus
zwe  Summanden i-1 bedteht, gibt es hab so vide Zahlenpaare wie
Summanden. Wirde die Summe von 1 bis n laufen, gébe es n Summeanden;
da die Summe von 2 bis n lauft, gibt es enen Summanden weniger, dso n-1.
Der Wert enes Zahlenpaares () — aso die Summe zweler Summanden +1 —
muss mit der Anzahl der Zahlenpaare

n-1%
2 Anzeh der Smmanden }Anzahl der Zahlenpaare

multipliziert werden, woraus sich obige Formd ergibt.

Der Fdl n(n-1)/2 — dso die groldmdgliche Anzahl an Vergleichen — tritt
tatsichlich en, wenn das Fdd in umgekehrter Rehenfolge vorliegt.
Ansongen ist die Anzahl der Vergleiche kleiner.

De bestmogliche Fdl fir InsetionSort ware ein berets (aufsteigend)
sortietes Feld. In diesem Fdl finden keine Verschiebungen bzw.
Austauschoperationen und lediglich n-1 Vergleiche satt, da jedes Element
mit Ausnahme des erden nur mit senem Vorganger verglichen wird, aso
enmad. Dea Vorganger id klener (es wurde ein berdts sortietes Feld
vorausgesetzt), so dass fur jedes Element dieser eine Vergleich ausreicht.
Das Gleiche gilt fir en Fed, in dem dle Zahlen gleich snd (wobe auch
dies bereits sortiert ist). Daher gilt:
Vergleiche(n)=n-1



BEST CASE 17 25 36 39 48 50 51 59 78 99
WORSTCASE 98 91 74 55 40 35 16 15 8 1

Tabelle2 — Beispielfelder InsertionSort

500
450
400
350 //
300

/ best case

250

200 / ——— worst case
/

150 4

100

50

Vergleiche

0 10 20 30 40

Elemente

Abbildung 5 - Unterschiede zw. best case und wor st case

Tabelle 2 zeigt zwe Beispide. In Abbildung 5 werden die Anzahl der
Vergleiche in Abhéngigkeit von der Anzahl der Elemente dargestelt. Man
erkennt den enormen Unterschied zwischen dem bestmdglichen und
schlechtesten Fall.
Nun muss noch die Anzahl der Austauschoperationen untersucht werden,
denn aus Verglechen und Austauschoperationen szt sch die Laufzet
z2usammen. Im ,best casg® dnd keine Audtauschoperationen nétig, well dle
Elemente schon am richtigen Plaz snd. In diessm Fal is die Zdt dso nur
abhangig von der Anzahl der Vergleiche:
Zeit(n) ~n-1
Die Anzahl der Audtauschoperationen ist — wie in Punkt 3c. bewiesen wird
— anndhernd proportional zur Anzahl der Vergleiche. Deshdb it im ,worst
cae’ der Andieg der Laufzeit in Abhéngigkeit zur Anzehl der Elemente
schon an der Anzahl der Vergleiche zu erkennen. Im ,worst casg’ gilt:
Zeitn)~n(n- 1) /2»n2/2~n?
Im ,best cass" lauft InsertionSort demnach linear, aso sehr schndl, im
»worst casg” jedoch fast quadratisch.

c. Geschwindigkeit: Herleitung der Formel

In Abbildung 2 (Seite_6) kan man schon ene wichtige Fesstelung
machen:

»ZuUr Bestimmung der Einfligestelle wird setseine Vergle aion
mehr as die Anzahl der Verschiebungen durchgefiinrt.”

In dem Bespid weden vier Verschiebungen durchgefihrt (von den
Buchstaben T, S, R und O). Vergleiche finden aber mitdem T, S, R, O und |

! Ottmann, Widmeyer 1996, S. 69
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datt — dso @nmd mer —, denn man weld nicht im Voraus, dass das néchste
Element (hier: 1) kleiner sein wird.

Angenommen en Element befindet dch schon an der richtigen Stdle Es
muss nicht (0 ma) verschoben werden, es findet aber en Vergleich datt.
Die obige Behauptung it also richtig.

Bel der Andyse des ,,worst case’ habe ich angenommen, dass jedes Element
den maximaen Weg zuriicklegt, dso -1 Vergleche fir jedes Element
bendtigt werden. Daraus ergab dch fir die Anzahl der Vegleche

N
Cy :é_ (i-1). (Aus Grinden der Ubersichtlichkeit verwende ich hier die

i=2
Schreibweise Cy, diee ig glechzusstzen mit der Funktion C(N).) Im , best
ca* wurden hingegen N-1 Vergleche bendtigt, wel die Elemente
Uberhaupt nicht vertauscht werden und so auch nur en Vergleich fir jedes
Element mit Ausnahme des erden ndtig is. Im durchschnittlichen Fdl kann
man davon ausgehen, dass jedes Element den haben Weg zuriicklegen
Muss, S0 dass man Uber die bereits erklarte Formd im ,worst case’ die
Beziehung im durchschnittlichen Fall erhdlt:

c = di-1

TS 2

Da nur der hdbe Weg zurlckgeegt wird, wird auch nur die Hédfte der
Vergeiche vom ,,worst case” bendtigt:

yj-q MO _N(N-D U N?

C, = =2
Ve 4 4
Die Auflosung der Forme entspricht der Hafte der im ,worst cese*
bendtigten Vergleiche,
. . N? . N? CN? O ON? NP
ZetN)»i—+ j(—-D=i—+ j—- j=— (i +])-
N)» i+ (- D =i+ - =+ ))-

Wie oben beschrigben findet ene Audauschoperationen weniger as
Vergleiche doatt, adso (N%4)-1. Diese Operationen missen mit  den
rechnerabhangigen Kogen fir ene Audauschoperation | multipliziert
werden. Die Zet ig etwas geinger ds die Glechung angibt, da be der
Umformung von N(N-1) — eigentlich glech N-N — in N2 etwas aufgerundet
wurde. Je groler das Feld jedoch wird, desto mehr ndhern dch die
Funktionswerte von N>-N und N2 einander. Je grof3er die Felder werden,
desto weniger wirkt sch gleichzaitig die Subtraktion der Kosten fir ene
enzelne Audauschoperation j auf die Zeit aus. Bei enorm grofien Feldern
hat diese keine Bedeutung, so dass welter vereinfacht werden kann:
2 2 2

Zeit(N)<NT(i £i)- j»NT(i . j)=kNT~kN2 ~N?
Der Faktor k beinhdtet (i+)) und gdlt somit die rechnerabhangigen Kosten
dar.
Damit ergibt sch anndhernd

InsertionSort bendtigt im Durchschnitt (n?/4) die Hélfte der Zeit des ,worst
case’ (A/2). In beiden Féllen ist der Anstieg aber quadratisch.
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Da die Anzahl der Vergleiche nd4 proportiond zur Zeit 2 ig, muss die
Anzahl der Vegeche auch proportiond zur  Anzahl  der
Austauschoperationen sain. Ansongen konnte die Summe aus Vergleichen
und Austauschoperationen nicht mehr proportiona zur Zeit sain.

Die obige Behauptung — Augtauschoperationen seien proportional zu der
Anzahl der Vergleiche (s. Punkt 3b.) — ist demnach richtig.

4. QuickSort

a. Darstellung, Beschreibung, Arbeitsweise

QuickSort ig en sehr schndler Algorithmus. Daher sammt sein Name.
Entwickelt wurde er schon 1960 von C. A. R. Hoare. QuickSort arbeitet
nach dem Prinzip ,divide and conquer/,divide e imped’ (telle und
herrsche). Das Prinzip is, eine Date in zwel Tele zu zerlegen und diese
unabhéngig voneinander auf die gleiche Art zu sortieren.

Daba wird folgenderman vorgegangen: Man sucht sch willkdrlich en
Element x. Daraufhin durchsucht man das Feld von links, bs en Element a;
> x gefunden wird; und von rechts, bis ein Element g < X erreicht ist. Diese
Elemente werden vertauscht. So gelangt das kleine Element nach links, das
grolRe nach rechts. Diessr Vorgang wird weltergefiihrit, bis man sch bem
Durchlaufen aus beiden Richtungen trifft.*

Im linken Tell snd nun dle Elemente kleiner ds x, im rechten grof3er as x.
Zwischen diesen Fddern muss nicht mehr ausgetauscht werden. Das
Problem wurde soweit verenfacht, dass man nur noch die beiden einzelnen
Teile sortieren muss. Hierbei geht man genauso vor.?

@ [s] o] [} [r] [ W (@ @ <] @ [u] [7]
00000 DoEMFAME
] O 0@ s| | [¢] [] [g]

Abbildung 6 - Zerlegen bei QuickSort®

An Abbildung 6 kan man diesen Prozess nachvollziehen. ,Das am
weitesten rechts befindliche Element E wird as das zerlegende Element
gewdhlt. Zuerst wird das Durchsuchen von links bel S unterbrochen, dann
das Durchsuchen von rechts be A (wie die zwete Zele [..] zegt), und
dann werden diese Elemente vertauscht. Im néchsten Schritt wird das
Durchsuchen von links be O unterbrochen, dann das Durchsuchen von
rechts be E (wie die dritte Zele [..] zegt), dann werden diese beiden
Elemente vertauscht. Danach treffen sch die Zeiger. Das Durchsuchen von

L vgl. Gierhardt 2001
2 vgl. Gierhardt 2001
3 Sedgewick 1992, S, 147
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links wurde be R unterbrochen und das Durchsuchen von rechts bel E. Die
richtige Operation begsteht nun darin, das rechts sehende E mit dem R zu
vertauschen, wodurch die zerlegte Date entteht, die in der letzten Zeile [..]

gezeigt wird“*
b. Worst-Case-Analyse, Best-Case-Analyse

Das ,ided€e” Feld gibt es be QuickSort nicht, da die Geschwindigkeit auch
von der Wahl des zerlegenden Elements abhangt. Das Beste fUr QuickSort
wére, wenn jede Zerlegung die Datel habiert. Die hangt aber eben nicht nur
vom Fed dlen, sonden auch von der Wahl des zerlegenden Elements
(Pivot-Element) ab. Dies kann man zufdlig wéhlen, man kann auch (wie
oben) das am wetesten rechts liegende Element auswédhlen. In dem Fdl
kommt Tabelle 3 dem Zid einer genauen Habierung sehr nehe.

BESTCASE 1 59 3 70 5 60 42 61 24 50

Tabelle 3 - best case QuickSort

Zumindet bem ergen Durchgang wird das Feld durch die 50 genau
halbiert. Auch die beiden entsehenden Tellfdder werden durch das
jewelige zerlegende Element hdbiet (zweter Durchgang). QuickSort
wirde hier sehr schndl laufen, auch wenn im dritten Durchgang die Teilung
ncht melr ided &laft. Bea da Helatung der dre
Gechwindigkeitsformeln setze ich voraus, dass immer das am weitesten
rechts liegende Element d's Pivot- Elemert gewahlit wird.

Wie ewédhnt ist der beste Fal ene genaue Habierung. Damit wirde die
Anzahl der Vergleiche

Cn=2Cn2 +N
genigen. 2Cy> beinhdtet hierbel die Kosten des Sortierens fir die zwe
Teildateien und N die Kosten fir die Prifung eines jeden Elements.
Hiernach wird N so oft hdbiert, d. h. durch 2 dividiert, bis nur zwe
Bemente Ubrig bletben. Die Anzahl der Tellungen wird dso durch logpN
beschrieben. Bel jeder Tellung wird N addiert, muss dso mit der Anzahl der
Teilungen (s. Logarithmus) multipliziert werder?:

CN =N |ng N

Fir die Geschwindigkeit missen nun noch die Austauschoperationen
betrachtet werden. Bel einer Tellung, die das Feld genau hdbiert, befindet
gch jedes Element mit ener Wahrscheinlichkeit von 50 % in der richtigen
Hélfte, zu 50 % muss es in die andere Héafte gebracht werden. Da bel den
Vergleichen das Pivot-Element mit jedem anderen Element verglichen wird,
muss dso jedes zwelte Element ausgetauscht werden. Anders ausgedriickt
missen hdb so vide Elemente vertauscht werden wie Vergleiche
dattfinden. Daraus ergébe sch:

Austauschoperationen(n) = Vergleiche(n)/2
Nun muss an eine wichtige Eigenschaft von QuickSort gedacht werden: Be
enem Audausch wechsdn gleich zwe Elemente ihren Platiz. Wenn dso en
Element von (Tel-)Fdd 1 in (Tel-)Feld 2 getauscht werden muss, so wird

! Sedgewick 1992, S. 147
2 fir andere Herleitungswege vgl. Saake 2002, S. 133 f
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nur Y2 Austauschoperation bendtigt. Denn gleichzetig gdangt en Element

auss Fdd 2 in Fdd 1. Es weden dso zwe Vertauschungen mit einer

Operation  durchgefihrt, wodurch sch die Behauptung ener haben

Austauschoperation ergibt. Die Vertauschungen missen dso noch einma

durch 2 dividiert werden, um die Austauschoperationen zu erhaten:
Austauschoperationen(n) = Vergleiche(n)/2/2

Austauschoperationen(N) = %N log, N

Damit ergibt sch fir den Zeitaufwand:
Zat(n)=jnlog, n +i%{n|og2 n=nlog, n(j +i %) =knlog, n bzw.
Zat(n) ~ nlog, n.

De Faktor k benhdtet rechnerabhdngige Kogten (j+i/4). Hier ig zu
erkennen, dass die Austauschoperationen bei QuickSort flr den Anstieg der
Zeit nur e@ne geringe Rolle spiden, denn die Funktion fir den Andieg der
Zeit gimmt mit der fir die Anzahl der Vergleiche Uberein.

Ided wére natlrlich, wenn s0 wenig Augtauschoperationen wie maoglich,
bestenfdls keine, dattfinden. Dann verhielte sch die Zet proportionad zu
den Vergleichen. Dies soll jetzt gezeigt werden, so dass man im , best case
immer zu dem Ergebnis kommt: Die Zet verhdt sch proportiond zu
nlogn.

De Algorithmus ig fir enfache Daeen séhr uneffizient. Be ener berats
sortieten Datel  ,entarten die Zerlegungen*!, denn be jedem Aufruf
scheidet nur ein Element aus?

WORSTCASE 1 2 3 4 &5 35 45 49 60 63

Tabelle4 - wor st case QuickSort

So veaklenen sch die Feder nur sehr langsam, namlich mit jeder Telung
um 1 Element. Das Rvot-Element (zerlegendes Element) wird in der 1.
Tellung mit n-1 Elementen verglichen, in der zweten Telung mit n-2 (da
en Element aussortiet wurde), bei der dritten Telung mit n-3, usw.
Allgemen gilt damit n-i Vergleiche in @nem Schritt, wenn i die Nummer
der Telung id. Die Vergleiche dler Schritt missen summiert werden (s.
Gleichung). Damit ergibt sich fir den ungingtigsten Fall:

Cn=8 (n- i):g(n-l)
i=1

Die letzte Veenfachung berunt wieder auf dem bereits dargestellten
Gauld schen Trick.

Die Anzahl der Austauschoperationen im ,worst cass® hangt entscheidend
von der Implementation, adso der letztendlichen Umsetzung der Sortieridee
in  Computersprache  fur die enzednen Rechner a. Be  manchen
Programmen wird immer das letzte Element mit sch sdbst vertauscht, so
dass n Augtauschoperationen saitfinden. An Tabedle 4 erkennt man jedoch,
dass en Audausch gar nicht mehr nétig i, da schon dle Elemente am
richtigen Paz angeordnet snd.  Dies wird auch in gangigen

! Sedgewick 1992, S. 150
2 vgl. Sedgewick 1992, S. 151
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Implementationen  nachvollzogen;  dementsprechend  ergeben sich 0
Audauschoperationen. Damit héngt die Zet nur von der Anzahl der
Vergleiche ab.
De Tel n(nl) liegt ser nah an M, s0 dass sch ungefdhr /2 —
proportiond zu 2 — ergibt. Man kann aso sagen, im ,worst case* verlauft
QuickSort (fast) quadratisch:

worstcase:  Zeit(n) ~ r?

. Geschwindigkeit: Herleitung der Formel

Ein zelegendes Element N muss sch mit jedem anderen Element
vagleichen (N-1 Vergleche), hinzu kommen zwe Vegleche, wenn dgch
die von links und rechts kommenden Zeiger treffen, es ergeben sch N+1
Vergleiche. Hinzu kommen die Vergleiche der Telfdder. So ergibt sch die
rekurrente Beziehung

1

Cy=N+1+= § (C_,+C, ), fir N3 2, mit C;=Co=0.
hlEkEN

Die rechte Definition ist leicht einsehbar, denn wenn kein oder nur en
Element sortiert werden s0ll, it keine Sortierung und damit kein Vergleich
notwendig. Fur das zerlegende Element k gilt 1EKE N, wobe k jeden
Wert mit gleicher Walrschenlichkeit annehmen kann. In jedem Fal liegen
damit zwel Felder der Grofe k-1 und N-k vor. Um den Durchschnitt
(aithmetisches Mittd) zu erhdten, werden die Anzehl der Vergleiche dler
moglichen Zerlegungen addiert und durch die N Mdoglichkeiten geteilt, d. h.
mit /N multipliziert.

Diee recht kompliziete Gleichung kann man verainfachen. Zunéchs it
jedes Tallfeld in der Summe zweima enthaten, denn

Co+Ci+...+Cn.1=CNa+Cr2+ ... +C

N\ J J
Vo '
é- Ck-l é. CN—k
1EKEN 1EKEN

Deshdb snd Ci.; und Cy.« gleichzusetzen (s Gleichung oben). Es gilt
C, =N r1+2 ac.,.

1EKEN

Nun wird die Summe entfernt. Hierzu multipliziet man beide Seten mit N
und subtrahiert dann die gleiche Forme auf beiden Seiten fir N-1.

NC,=N2+N+2§cC,, U0
1£KEN
NC, - (N-)C,, =N(N+D)+2(4 C,,)- N(N-D-2( &C,,)
iEKEN iEKEN-1

N2+N wird vereinfacht durch N(N+1). Wenn man nun 1 von N subtrahiert,
erhdt man (N-1)((N-1)+1); vereinfacht ergibt sich (N-1)N = N(N-1), wie es
in der obigen Gleichung auftaucht.

Das zwete Summenzechen hebt nun dle Summanden des ersten
Summenzeichens auf — mit Ausnahme von Cy.1 fur den Fal k=N. Von den
Summen bleibt aso Cy.1 flr k=N gleich Cy.1 Ubrig. Esergibt sch

NC, - (N-DC,, =N(N+1)- N(N-1)+2C,_, und weiter vereinfacht
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U NC, =N(N+1)- N(N-D+2C, ,+(N-1C, , =
N(N+1D)- N(N-D)+C, ,2+(N-12)=

N(N+1)- N(N-D+C, ,(N+1) =

N(N+1- N+D)+C (N+D)=

2N +C,, (N +1)

Also: NC, =(N+1)C,,_, +2N.

Mittels Divison beider Saiten durch N(N+1) ergibt sch die Beziehung

Cy _CN-1+ 2

N+1 N N+1’
Man erkennt hier ene rekurrente Beziehung. Be der Fortfihrung wird

immer das C, esetzt. In der Formd seht h+ 2
X+1 N N +

h In diesem FAl

wird dann (be der Fortfihrung) das % ersetzt, das NL+1 bleibt stehen.

Diexe Ersstzung geschiet nach der Forme am Anfang der Gleichung
c, _C

=N-1 2 . Hierbel muss der Wert von N beachtet werden, der
N+1 N N+1

Cr +£ (hier wurde das N auf
N-1 N

beiden Seiten um 1 reduziert). Diese Beziehung lést sch somit fortsetzen
mit

um 1 reduziert ist. Dann folgt % glech

CN :CN'1+ 2 :CN'2+£+ 2 = :&+ é i

N+1 N N+1 N-1 N N+1 =~ 3 i k+1
Diese Schritte werden in der Summe zusammengefass. Hier beginnen die
Kosten mit denen fir das Sortieren von 3 Elementen und summieren Sich
dann mit denen bis N Elementen.
Dieses Ergebnis ig exakt, jedoch ads Mekformd zu kompliziet und
dadurch eher unbrauchbar. Nach Robert Sedgewick entspricht es aber

,Ziemlich genaur'! der Summe § E.Damitgilt

1EKEN

Cuoa
N+1 1£k£Nk

Diese kann durch das Integral

N

2(‘)de

X
andhernd bestimmt werden. Der genaue Rechenschritt wird hier nicht
erklat, der Zusammenhang s aber offendchtlich: So wie das
Summenzeichen gibt auch das Integrd eine Summe an, wobel beim Integrd

lediglich ,, Streifen” addiert werden. Das Integrd hat die Lésung InN, so dass
die letzten Schritte in der Gleichung

C N
528 »25 dx=2inN
X
1

N+1  eeen

! Sedgewick 1992, S. 152
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zusammenfassend  wiedergegeben werden konnen. Dieses Ergebnis mit N
multipliziert ergibt fir die ungeféhre Anzahl der Vergleiche durchschnittlich

Vergleiche(n)=2nlm.

Eine interessante Erkenntnis 1&sst Sch aus folgender Forme ableiten:

2N In N » 138N Iog2
average

Im durchschnittlichen Fall |st be QuickSort die Anzahl der Vergleiche nur
um ungefahr 38 % grofer asim besten Fall.*
Fur die Geschwindigkeit missen nun noch die Austauschoperationen
betrachtet werden. Fir die Austauschoperationen gilt auch hier:

Austauschoperationen(n) = Vergleiche(n)/4,
was auch be der empirischen Andyse (Sehe Tabdle 5) bdegt wird (vgl.
auch Punkt 4b. dieser Arbealt).

Augtauschoperationen(n) = %n Inn
Damit ergibt sch ein Zeitaufwand von
Zeit(n)=j2ninn+ i%nln n,

wobe i und | die Kosten fir die jewellige Operation beinhaten.
Weiter ergibt sich

Zat(n)=nInn(2j +1i) =kninn

k = rechnerabhéngige Kosten

Wenn man nun die Kosen fir Operationen, die auf jedem Rechner
unterschiedlich dnd, vernachléssgt, ergibt sich fir den Zetaufwand die
Beziehung

Zeit(n) ~ninn

Durch den zugrunde liegenden Logaithmus ig die Laufzeit sehr gering.
Hierauf wird im abschlief¥enden Vergleich genauer eéingegangen.

Die obige Formd i mathematisch hergdeatet und somit exakt. Im Tedtlauf
in der Praxis kann man dies erkennen (s. Tabelle 5 und Tabelle 6).

Elemente | Zeit(ms) _Vergleiche _Austauschoperationen_
1 000 000 1750 29746653 6759397

2 000 000 3840 62716850 14493171

4 000 000 8080 130175617 30987568

8 000 000 16860 270433024 66107487
16 000 000 88100 562232713 140079874

Tabelle5 - M esswerte QuickSort (empirische Analyse)

! bzgl. Herleitung vgl. u. a Sedgewick 1992, S. 151 f, und Meinel 1991, S. 137 f
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Elemente | Vergleiche Austauschoperationen
1 000 000 7% 2%
2 000 000 -7 % 0%
4 000 000 -7 % -2%
8 000 000 -6 % -4 %
16 000 000 -6 % -5%

Tabdle6 - Differenz d. M esser gebnisse zur Formel

Be der Andyse diesr Tabelen muss bedacht werden, dass die obigen
Formen den Durchschnitt der Summe dler mdglichen Permutationen eines
Fedes angeben. Da die Tedlasfe mit zufdlig erdelten Feden
dattgefunden haben, missen se dem Ergebnis der Formeln nahe kommen.
Je mehr Durchldufe ausgefiihrt werden, desto exakter werden die Ergebnisse
zur Forme passen. Doch schon hier sent man die Korrektheit der Formel,
denn die tasichlichen Vergleiche weichen nur um maximd 7 % von der
durchschnittlichen Anzahl an Vergleichen &. So wurden be einer Million
Elemente etwas weniger (2 %) Audauschoperationen ds durchschnittlich
bendtigt, diese Zetersparnis wird durch etwas hoheren Zetaufwand (2 %)
be vier Million Elementen wieder aufgehoben, so dass der Durchschnitt der
Austauschoperationen in etwa mit dem Messergebnis der Operationen fUr
en, zwe und vier Million Elemente Ubereingtimmt.

5. Vergleich

a. Gegenuberstellung

Zun&chs ene zusammenfassende Daddlung der  hergeeiteten  Formeln.
Die Formen zeigen den Andieg der Laufzat in Abhdngigkeit von der
Anzahl der Elemente:

Sortierung InsertionSort QuickSort
best case n-1(linear) nidn

average case n2 (quadratisch) ninn

worst case n2 (quadratisch) n2 (quadratisch)

Tabdle 7 - Anstieg des Sortieraufwands (Funktionen sind proportional zur Zeit)

Zunachs kann man sagen, dass en linearer Andieg (wie es be
InsertionSort im ,best casg® der Fdl is) fir enen Algorithmus optimd id.
Werden die Elemente verdoppet, verdndert dch die Laufzeit fir jedes
einzelne Element nicht.

Liegt der Laufzet en Logaithmus zugrunde (wie z. B. n Id n), lauft der
Algorithmus immer noch sehr schnell. Wird n verdoppet, ist das Ergebnis
zZwar mehr as doppelt so grof3, aber nicht wesentlich mehr.

Ein Algorithmus mit ener quadratischen Laufzet i€ nur auf klene
Probleme anwendbar. Werden die Elemente verdoppdt, vervierfacht sich
schon die Laufzeit.

Demnach igt InsertionSort im ,best case’® sehr schnel, fir grof3e Felder mit
aufdliger Permutation aber vollig ungeaignet. In diesem Fdl it QuickSort
mit ssiner Laufzat von n In n noch sehr schndl und hat daher auch seinen
Namen.
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b. Unterschiedliche Starken

Im ,best casg’ ig InsertionSort ided. Wie bereits erortert gilt dies fir schon
sortierte Felder. Bereits sortierte Felder sind fir QuickSort der ,worst case”.
Daraus egibt s€ich, dass InsationSort eingesetzt werden <ollte, wenn
beinahe sortierte Felder sortiert werden sollen (s. Abbildung 7).

18

16

14

12

10 — InsertionSort

8 QuickSort

Zeit

| —
2 /
0
1 2 3 4
Elemente

Abbildung 7 - Anstieg des Zeitaufwands bei sortierten Feldern

QuickSort hingegen i be unsortieten Feldern schnell. Hier liegt der
Laufzeit en Logaithmus zugrunde, der sehr langsam  gdegt, wobe
InsertionSort quadratisch |&uft.

18

. /

14

. /

10 / — InsertionSort
QuickSort

6 /

Zeit

1 2 3 4

Elemente

Abbildung 8 - Anstieg des Zeitaufwands bei unsortierten Feldern

In beiden Abbildungen seht man den quadratischen Angieg. In Abbildung
7 wird die linere Steigung von InsartionSort deutlich. QuickSort steigt bel



19

unsortierten Feldern (Abbildung 8) etwas stérker ds linear, i aber immer
noch erheblich schneller as InsertionSort.

Da die Implementation fir QuickSort kompliziert id, lohnt dch bem
Sortieren von wenigen klenen Daeen der Einstz nicht. Hier i
InsartionSort  effektiver, da die Implementation und auch die Besatigung
von Fehlern zu vid Zet bendtigen. Dann lohnt sch InsartionSort — salbst
wenn das Feld unsortiert ist.

. Einsatzgebiete

Es ig nun klar, in welchen Félen InsationSort bzw. QuickSort engesetzt
werden sollten:

InsertionSort _QuickSort

fast sortierte Felder unsortierte Felder

wenige kleine Dateien

Tabelle 8 —theor etische Einsatzgebiete

Nun kann man Bespide herleten, in welchen Fdlen in der Praxis welcher
Algorithmus eingesetzt werden sollte.

InsertionSort it zum Beispid ba der Sortierung von Teefonblchern
geeignet, da ein grof}er Teil schon sortiert ist und nur noch (am Ende) neu
aengeflgte Datensétze an die richtige Stdle gesetzt werden missen. Das
Gleche gilt fir berats exidierende Lexika, die lediglich um enige neue
Stichworter erweitert werden. Auch fir das Aktudiseren von Sporttabellen
(Fulpal etc) ist InsertionSort geeignet, well dch die Péze der
Mannschaften nicht sehr stark verschieben und damit die Tabdle egentlich
schon fagt sortiert ist.

QuickSort ist geeignet, wenn man nicht weil3, ob das Feld bereits sortiert i,
und man somit von ener zufdligen Permutation ausgehen muss. Hier gibt
es unendlich vide Mdoglichkeiten. Beispidswvese konnte eine Bank ihre
Konten, die bidang nach Kontonummer geordnet sind, nach dem Guthaben
ordnen wollen, um so wichtige Kunden von weniger lukrativen leicht
unterscheiden zu konnen. Hier i das Guthaben unabhéngig von der
Kontonummer, das Guthaben ist dso zufdlig vertellt.

InsertionSort QuickSort
Telefonbuicher diverse Spezialaufgaben wie
Lexika Banken (s. beschriebener Fall)

Sporttabellen

Tabelle9 - praktische Einsatzgebiete

. Abschliel3ende Bewertung

Abschliel?end kann man sagen, dass es verschiedene Algorithmen gibt, die
zwar das gleiche Problem |6sen, aber erhebliche
Geschwindigkatsunterschiede  aufweisen. Aul¥erdem gibt es verschiedene
Algorithmen, die nur in bestimmten Fallen gegignet sind.

So ig QuickSort im Durchschnitt eindeutig schndller, aber in bestimmten
Fdlen ig InsetionSort trotzdem  unschlagbar.  Eine  eindeutige
Stelungnahme ds abschlielienden Vergleich, welcher der  beiden
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Algorithmen nun besser i — was im Allgemeinen schndler bedeutet — st
nicht moglich.

Fur die Praxis gilt daher, dass man nicht irgendeinen Algorithmus wéhlen
sollte, sondern das Problem zuvor genau andyseren muss. Daraufhin kann
man dann den am besten geeigneten Algorithmus aussuchen.
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