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Berechenbarkeit

Nicht-berechenbare Funktionen

Nach der Church-Turing-These kann alles, was berechesbanit einer Turing-Maschine oder
einer While-Maschine programmiert werden. Das Programrmesmiatirlich nach endlich vielen
Schritten anhalten.

Eine solche Turing-Maschine kdnnen wir auch mit einer tpéljen Programmiersprache simulie-
ren. Wir kdnnen jeden Algorithmus z.B. in Java programmmefdir jeden Algorithmus gibt es
also einen Quelltext in Java. Einen Quelltext betrachtanetat als ein einzelnes Wort bestehend
aus den erlaubten und endlich vielen Zeichen fur die JavaaQy

Alle diese Quelltexte ordnen wir nun nach der Gréf3e begidmeih den kleinsten Programmen.
Z.B. gibt es dann viele Quelltexte mit der Lange 100. Es karatger nur endlich viele sein, da
nur endlich viele verschiedene Buchstaben und Zeichen ediiyung stehen. Diese ordnen wir
nun in alphabetischer Ordnung wie in einem Lexikon.

Wir kdnnen alle mdglichen Algorithmen als Java-Quelltexteschreiben und ord-
nen, d.h. nummerieren.

Die Menge der berechenbaren Funktionen ist abzahlbar.

Zur Vereinfachung betrachten wir nun nur noch Funktiohgttie aus einer natirlichen ZamE N
einen Funktionswert(n) berechnen. Sie werden alle in einer Tabelle dargestellt:

fp £(1) £,(2) f,(3) fi(4) (D)
fo (1) ,(2) 1,(3) f(4) fy(5)
fy f3(1) f3(2) f3(3) f3(4) f3(5)
f LD L2 GG A 0O

N

Diese Tabelle enthalt alle Funktionen, und zwar in der ar&tgle alle Funktionswerte der Funk-
tion f;, in der zweiten Zeile alle Funktionswerte der Funktigrusw.

Wir konstruieren nun eine Funktianauf die folgende Art und Weise:

g(1) = f,(1) + 1. Damit unterscheidet sianvon der Funktiorf,.

9(2) = f,(2) + 1. Damit unterscheidet sianvon der Funktiorf,,.

9(3) = f3(3) 4+ 1. Damit unterscheidet siapvon der Funktiorf.

Dies machen wir fiir alle Funktionefn Damit unterscheidet siapvon allen Funktionerf. Sie ist
aber offensichtlich berechenbar, also musste sie in dgefol f,, f5, ... schon vorkommen. Dies
ist ein Widerspruch. Also muss die Annahme falsch sein, deskiste schoralle berechenbaren
Funktionen enthaft.

Was haben wir damit bewiesen?

1Das dargestellte Verfahren ist bekannt@imtorsches Diagonalisierungsverfahr&amit kann man z.B. zeigen,
dass die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 Uberdiazdbt. Wie? Ubung!



Es gibt arithmetische Funktionen, die nicht berechenbar s1d.

Es gibt Uberabzahlbar viele arithmetische Funktionen, vondenen aber nur ab-
z&hlbar viele berechenbar sind.

Das, was ein Computer kann, ist im Vergleich zu dem, was er nit kann, ver-
nachlassigbar.

Beispiele

Einige bekannte mathematische Probleme haben sich hkignéicer algorithmischen Losung
widersetzt. Kandidaten fur Probleme, die nicht berechesiva, kénnten die dargestellten klas-
sischen mathematischen Probleme sein.

e Die Vermutung von ERMAT (1601-1665): Es gibt keine naturlichen Zahler 3, fur die
positive ganze Zahlex, y undz mit X" 4 y" = Z" existieren.

Diese Vermutung konnte erst 1994 von dem genialen Math&eraNDREW WILES be-
statigt werden. Der Beweis geht tiber ca. 100 Séiten
e Die Vermutung von @LDBACH (1690-1764): Jede gerade Zahb 4 lasst sich als Summe
von zwei Primzahlen darstellen.
Die Vermutung ist bis heute weder bewiesen noch widerlegtem Man konnte bis jetzt
nur beweisen, dass jede gerade Zahl die Summe von nicht nise80@&000 Primzahlen ist.
¢ \ollkommene Zahlen: Eine natirliche Zahl heifsilkommenwenn ihre Teiler addiert die
Zahl selbst ergeben.
6 ist teilbar durch 1, 2 und 3 und61+ 2+ 3.
28 istteilbardurch 1,2, 4,7,14 und 281+ 2+ 4+ 7+ 14.

In den letzten Jahrtausenden hat man nur 30 vollkommenaeZahitdeckt. Die bisher
grof3te vollkommene Zahl hat tiber 840 000 Stellen und ergibtaus dem Term

21398268_ (21398269_ 1) )

1. Behauptung: Alle vollkommenen Zahlen sind gerade.
2. Behauptung: Es gibt unendlich viele vollkommene Zahlen.
Beide Behauptungen konnten bis heute weder bewiesen noehnlegt werden.

e Primzahlzwillinge sind zwei Primzahlen, die sich nur dugchnterscheiden. Bis heute ist
nicht entschieden, ob es unendlich viele davon gibt.

Hatte Hilberts Entscheidungsproblem eine Losung, so knmn alle dargestellten Probleme
einem Algorithmus als Eingabe anbieten und auf die Antwdohtig” oder ,falsch* endliche
Zeit warten.

2Ein sehr schénes Buch dazu ist: Simon Singh, Fermats |&ater- die abenteuerliche Geschichte eines mathe-
matischen Ratsels, dtv, ISBN 3-446-19313-8



Das Entscheidungsproblem

Wir betrachten wieder die abzéhlbare Menge aller Algorghrim Java, die aus einer naturlichen
Zahl irgendeine Zahl nach endlicher Zeit berechnen kénbBénProgramme werden wie oben
nummeriertProgramm, Programny, Programmny, usw. Z.B. gelte

Programm(n) = n!
Programmg(n) = 2-n
Programmg(n) = n-te Primzahl

Jedes Programm hat also eine Nummer, die man &dctel-Nummenennt.

Nun konstruieren wir ein neues ProgrammeuProgramm das den Funktionswert
NeuProgramrtn) wie folgt berechnet: Suche das Programm mit der Nummar der Liste,
S[futtere” dieses min, also seiner eigenen Nummer, nimm seinen FunktionsiR@gramm(n)
und addiere 1 dazu.

Also: NeuProgramrm) = Programmy(n) + 1

Beispiel:NeuProgramrn(28) = Programmg(28) +1=2-28+1=57

NeuProgrammmausste eigentlich schon in der Liste sein, weil es eine baete Zahl liefert. Well
wir seine Nummer nicht kennen, nehmen wals seine eigene Nummer an. Dann gilt also:
NeuProgramm= Programny

Nun ,futtern“ wir NeuProgrammmit seiner eigenen Nummer und erhalten:

NeuProgramrtx) = Programm(x) + 1

Programm(x) ist aber wiedeNeuProgramrx)

Also folgt zusammengefasst:

NeuProgramrtx) = NeuProgramr(x) + 1,

was offensichtlich ein Widerspruch ist. NeuProgramm liekeine berechenbare Zahl. Also ge-
hort es doch nicht zur Liste. Die Liste war demnach schorsténidig.

Dennoch existiert dieses Programm und liefert als auf3eastkes, nicht zur Liste gehoriges Pro-
gramm, vernunftige Ergebnisse. Also ist die Liste doch nwdistandig.

Wir erhalten eine paradoxe Situatidbs gibt keine Mdglichkeit, zu entscheiden, ob das neue
Programm zur Liste gehort oder nicht.

Andere Formulierung:

Es gibt keinen Algorithmus, der zu jedem Text T, der die Berebnung einer
Funktion f : N — N beschreibt, nach endlich vielen Schritten das Ergebnis lie
fert, ob die Funktion f fur alle Werte ein Ergebnis liefert oder nicht.

Verallgemeinerung:

Es gibt keinen Algorithmus, mit dem sich die Wahrheit einer mathematischen
Aussage uUberprufen lasst.

Wir haben nicht bewieséndass wir einen solchen Algorithmus nicht kennen, sondess @&s
niemals einen solchen geben wird!

3In der theoretischen Informatik wird dieser Beweis natiirlviel exakter, und zwar mit Hilfe der Turing-
Maschine, gefiihrt.



Das Halteproblem

Gibt es Probleme, die fur Informatiker von gréRerem Intseasd auch nicht-berechenbar sind?
Ein allgemeines Problem bei Computerinstallationen aufdazen Welt ist, dass Programmierer
beim Programmschreiben Fehler machen. Dadurch kdnnerrdPnoge in eine Endlosschleife
geraten und halten somit nicht an. Es wére doch segenskgein man durch ein Programm
ein anderes Programm auf das Vorhandensein von Endlogeanlatersuchen kénnte, bevor das
Programm ausgefuhrt wird. Dieses Problem ist alsHiaseproblembekannt geworden.

Man kénnte annehmen, dass Softwarefirmen weltweit betrélchtAnstrengungen unterndhmen,
um das Halteproblem zu I6sen. Glicklicherweise hat sicleggebnis der theoretischen Informa-
tik mittlerweile herum gesprochen:

Das Halteproblem ist nicht berechenbar.

Das Halteproblem fur Java-Programme

Gibt es ein Java-Programm, mit dessen Hilfe man fur jedes beébige Java-
Programm entscheiden kann, ob es mit jeder beliebigen Eindgee nach endlich
vielen Schritten abbricht oder nicht?

Jedes Java-Programm (Quelltext) kann als eine einzige&ekette (ein String) aufgefasst wer-
den und kann als solches dann auch als Eingabe eines andeseRrdgrammes verwendet wer-
den (Erinnerung: Wir haben schon einmal ein Java-Prograesciygieben, das andere Programme
und auch sich selbst im Quelltext auf dem Bildschirm ausgédoante).

Statt des oben angegebenen Halteproblems kann man aueimdelyProblem betrachten. Wir
nennen eSelbstanwendbarkeitsproblem.

Gibt es ein Java-Programm, das von jedem beliebigen Java-Bgramm, das sich
selbst als Eingabe hat, entscheidet, ob es nach endlich el Schritten anhélt
oder nicht?

Offensichtlich ist dies ein Spezialfall des zuerst angege Problems. Wenn es sich aber fir den
Spezialfall herausstellen sollte, dass es ein solcheg&rog nicht gibt, dann gibt es ein solches

Programm auch nicht fir den allgemeineren Fall.

Wir nennen ein Java-Programselbststoppendvenn es bei Anwendung auf sich selbst nach
endlich vielen Schritten stoppt.

Wir nehmen nun an, es gébe ein Java-Programm, das entsclodiden anderes Java-Programm

selbststoppend ist oder nicht. Wir nennerSesppt est er . Es kdnnte etwa so aussehen:

cl ass Stopptester

{

static bool ean esStoppt;

public static void main(String args[])

{ /1 hier wird das ei ngegebene Progranmm
/1 untersucht und je nach Ergebnis
/1 die Variable esStoppt gesetzt.

if (esStoppt)
Qut.println("Das Programm i st sel bststoppend.");
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else Qut.println("Das Programm i st nicht sel bststoppend.");

}
}

Wenn ein solches ProgramBt oppt est er existiert, dann existiert auch das folgende Pro-
gramm, dass ma8el t samnennen kdnnte:

cl ass Seltsam

{

static bool ean esStoppt;

public static void main(String args[])

{ /1 hier wird das ei ngegebene Progranmm
/1 untersucht und je nach Ergebnis
/1 die Variable esStoppt gesetzt.
/1 Alles so wie in Stopptester.

if (esStoppt)
{ Qut.println("Das Programm i st sel bststoppend.");
while (1==1) { // Endl osschleife }

}

else Qut.println("Das Programm i st nicht sel bststoppend.");

}
}

Der Unterschied zwischen den beiden Programmen besteglitbdn der eingebauten Endlos-
schleife.
Ist das ProgramrBel t samnun selbststoppend?

1. Wir nehmen zuerst agel t samsei selbststoppend.

Zuerst wird der Testteil ausgefuhrt und die boolesche Yeiarhalt den Wert r ue, weil
Sel t samja laut Annahme selbststoppend ist. Dann wird der Text ,DasyRAmm ist
selbststoppend.” ausgegeben und das Programm lauft irEeidiesschleife, was im Wi-
derspruch zur Annahme ist.

2. Nun nehmen wir arel t samsei nicht selbststoppend.

Wieder wird der Testteil ausgefiihrt und die boolesche #eiarhalt den Weiital se, weil
Sel t samja laut Annahme nicht selbststoppend ist. Das flihrt abar,diass der Text ,,Das
Programm ist nicht selbststoppend.” ausgegeben und dasaPmm anschliel3end stoppt,
was wiederum im Widerspruch zur Annahme ist.

Das Programn®el t samtragt seinen Namen zu recht, denn es kann nicht entschieeetem,
ob es selbsstoppend ist oder nicht. Nach den Gesetzen dix katn es ein solches Programm
nicht geben. Dann kann es aber auch das Progr&mmppt est er nicht geben, d&el t sam
ja ausSt oppt est er konstruiert wurde.

Damit ist dann vollstandig bewiesen, dass es kein Javar&mayg gibt, mit dessen Hilfe man fur
jedes andere Java-Programm entscheiden kann, ob es mitbjgdshigen Eingabe anhélt oder
nicht.

Der obige Beweis kann wie folgt zusammen gefasst werden:

1. Nehme an, es kann ein PrograrBtroppt est er geschrieben werden.
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2. Benutze es, um damit ein Prograr®el t samzu schreiben.

3. Zeige, dass das Progranteel t samirgendeine undenkbare Eigenschaft (hier: es kann
weder selbststoppend noch nicht-selbststoppend sein) hat

4. Folgere, dass die Annahme in Schritt 1 falsch ist.

Es ist alles noch viel schlimmer!

Der Satz von RCE (1953) liefert ein noch viel vernichtenderes Ergebnis. Esdygt, dass wir
nicht nur Programme nicht verifizieren kénnen oder ihr Atdarhalten bestimmen, sondern
dass wir im Grundgar nichtsiiber sie heraus finden kénnen. Keine nichttriviale Eigeafater
Berechenbarkeit kann algorithmisch entschieden werdangéhauer zu sein: Angenommen, wir
interessieren uns fur eine Eigenschaft von Programmen, die

1. von einigen Programmen erfullt wird und von anderen nichd die

2. syntaxunabhangig ist, d.h. eine Eigenschaft des zugrliagenden Algorithmus ist und
nicht der speziellen Form, die er in einer Programmiergpgrannimmt.

Zum Beispiel kdnnten wir wissen wollen, ob ein Programm &irajs eine gewisse Zeit braucht,
jemals die Antwort ,ja“ liefert, ob es immer Zahlen ausgibh es einem anderen Programm
gleichwertig ist und so weiter.

Der Satz von Rice sagt uns, ddssnesolche Eigenschaft von Programmen entschieden werden
kann. Wir kbnnen es vergessen, Uiber Programme etwas aufimelée \Weise aussagen zu wollen.
Praktischnichts was Berechenbarkeit betrifft, ist berechenbar!

Konsequenzen

Nun kdnnte man meinen, dass es vielleicht doch ,gute* Stxipt gibt, die viele Programme
korrekt dahingehend untersuchen kdnnen, ob sie haltennicler Fir einfache Endlosschleifen
mit offensichtlichen Fehlern ist dies sicherlich der FBktrachtet man sich den Beweis, konnte
man die Vermutung auf3ern, dass das Versagen erst durch dienrfinng des Programmes auf
sich selbst auftritt.

Dies ist aber nicht der Fall. Wir konnten z.B. ein Java-Paogn schreiben, dass die natirli-
chen Zahlen nach dem Auftreten von Primzahlzwillingen tsuteht, die gefundenen ausgibt und
stoppt, wenn es keine weiteren mehr findet. Naturlich miassie Algorithmen entwickeln, um
beliebig groRe Primzahlen untersuchen zu kdénnen. Dazwhi@u wir auch einen unendlich
grol3en Speicher (wie das unendlich lange Band bei der TiMiagchine) oder zumindest einen
Administrator, der bei Anforderung des Programmes neu&Bgechips in den Computer oder in
ein externes Speichermodul einsteckt. Ein Betriebssystéisste die Speichererweiterung wah-
rend des Programmlaufes unterstiitzen. Das ist aber altespell kein Problem.

Wenn es ein Programi@t oppt est er gabe, kénnte dieses Programm das seit Jahrhunderten
ungeldste Problem I6sen, ob es unendlich viele PrimzaHiage gibt.

Viele mathematische Probleme waren auf einen Schlag dwewclEthsatz vorst oppt est er
geldst und viele Mathematiker arbeitslos. In diesem Siraigt zich die enge Verwandschaft des
Halteproblems mit dem Entscheidungsproblem. Vielen widideMathematik auch keinen Spass
mehr machen, wenn alles durch eine Maschine geltst werdertdo



Tatsachlich kann man fur viele andere Probleme zeigen siasmldsbar sind, indem man sie auf
das Halteproblem zurickfahrt.

Die Informatiker (und allen voran Alan Turing) haben getednss es Probleme gibt, die von
Menschen durch Nachdenken geldst, die aber von einem Cempatnals gelést werden kénnen.
Computer kdnnen den aktuellen Schachweltmeister besiagpen niemals auch nur andeutungs-
weise das ldsen, was mit einem menschlichen Gehirn I6shargendwie muss ein Gehirn ganz
anders als ein Computer arbeiten. Das ,Irgendwie” im let8atz ist die grof3e Herausforderung
der Zukunft, die uns Fragen zu der Art des menschlichen Denkeantworten sollte.

Ein pessimistischer Ausblick wére der, dass man an die enubder Computerprogramme beim
Anwenden auf sich selbst denkt, und daraus den Schluss dass das Gehirn beim Nachdenken
Uber sich selbst und seine Arbeitsweise ebenso in paradimeiSnen gerat und wir deshalb nie
verstehen werden, warum wir verstehen und wie wir verstéfraigen zum Computer und zu dem,
was ein Computer kann und was ihn vom Menschen unterscheiddtdamit auch tiefgehende
philosophische Fragestellungen.

Mehr dazu in einem der nachsten Abschnitte: ,Konnen Conmulgsken?*.



